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Modelo Monetario de Generaciones Superpuestas

Profesor Invitado Huberto M. Ennis
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En general una economia se define como un conjunto de agentes I, dotaciones
{wi}_,, tecnologfas F y preferencias {U;}._;. Es decir, una economia es una
lista de elementos:

<Iv {wi}ilzlvFv {Ul}zI:1> :

Una economia de intercambio (sin produccién) es un conjunto:

<Iv {wi }z'I=15 {U% }i[=1> .

Empezamos estudiando una versién del modelo de generaciones superpuestas
que es un caso particular de esta economia de intercambio. La versién mas
completa del modelo, con por ejemplo una tecnologia dada por una funcién neo-
cldsica de produccién es también muy ttil para estudiar preguntas relacionadas
al crecimiento ecénomico. Aqui solo nos concentramos en cuestiones monetarias
para lo cual es suficiente con una economia de intercambio.

La Economia.

Vamos a indexar la secuencia de eventos con el subindice t = 1,2,....T, y
como nos interesa estudiar cuestiones monetarias necesitamos concentramos en
el caso en que T' = +00, como quedara claro mas adelante. En otras palabras el
tiempo en esta economia es discreto y la economia dura para siempre. Antes de ir
a las definiciones formales ensayemos una descripcion heuristica del la economia
que nos interesa estudiar. En cada periodo ¢, nacen N (¢) agentes que viven dos
perfodos. Notemos que esto implica que en cada periodo conviven en la economia
agentes jévenes (en su primer periodo de vida) y agentes viejos (en su segundo
periodo de vida). Supondremos, para simplificar, que en la economia existe un
unico bien de consumo, perecedero (que solo dura un periodo). Es importante
notar que esto limita las posibilidades de intercambio entre los agentes de esta
economia en el sentido de que no hay razén para cambiar unos bienes por otros
(manzanas por bananas, por ejemplo). La tinica razén por la cual los agentes van
a desear interactuar con otros agentes es porque desean realizar intercambios
intertemporales, es decir pasar la disponibilidad de bienes de consumo de un
periodo a otro. Esto quedard mas claro cuando estudiemos el problema que
enfrenta un agente tipico de una generacién. Cada agente nace con una dotacién
de bienes de consumo y tiene la posibilidad de interactuar con el resto de los
agentes de esta economia. En definitiva, un agente jéven de la generacién t
(es decir, nacido en el periodo t) interactuara solamente con los agentes de su



misma generacién y con los agentes viejos de la generacién anterior. Hay dos
interpretaciones equivalentes para este hecho. La fundamental es que como
veremos, esos son los agentes de esta economia que tienen interés en los mismos
bienes (donde ahora interpretamos a los bienes como bienes de consumo en un
determinado momento del tiempo o en otras palabras, manzanas el el periodo
t son un bien de consumo distinto que manzanas en el periodo ¢t + 1).La otra
interpretacién es que el agente sélo interactua con aquellos agentes que estdn
vivos en ese momento en la economia. En esta descripcion abstracta de la
economfa, estar vivo en un perfodo en particular es equivalente a valorar los
bienes de consumo en ese periodo. Pasemos ahora a las definiciones formales
de los elementos de esta economia. Se debe notar que el primer periodo de la
economia es algo atipico. Para mantener uniformidad, vamos a suponer que la
economia empieza con un grupo de agentes viejos viviendo en ella. Por lo tanto
tenemos que en la economia de intercambio con generaciones superpuestas y
horizonte infinito (I" = +o00) el conjunto I de agentes esta dado por N(0)
agentes viejos en el periodo t = 1, y N(t) agentes en la generacién ¢ para
t = 1,2,.... Las dotaciones son las siguientes: los agentes viejos del primer
periodos tienen una dotacién de bienes de consumo wg(1) y una cantidad H(0)
de papeles moneda (papeles sin valor intinseco pero con alguna caracteristica
especial que los identifica como papel moneda, como por ejemplo, el retrato de
San Martin). Los agentes de la generacion t tienen una dotacién de bienes de
consumo wy(t) en el periodo ¢, cuando jévenes, y una dotacién wy(t+ 1) cuando
viejos (notemos que el subindice aqui indica la generacién a la que pertenece el
agente). Finalmente las preferencias de los agentes estdn dadas por las siguientes
funciones de utilidad: para los agentes viejos en el periodo t = 1 suponemos que
s6lo desean maximizar co(1) (es decir, su consumo) y para los agentes jévenes de
la generacién ¢t suponemos que tienen preferencias sobre los bienes de consumo
en el periodo ¢t y en el perfodo t + 1 de acuerdo con la siguiente funcién de
utilidad estrictamente creciente y cuasicéncava:

ugce(t), ce(t 4 1)),

parat =1,2,.... Es decir, ¢;(t) es el consumo del agente jéven de la generacién
ty c(t+ 1) es el consumo del agente viejo de la generacién ¢. Es importante
notar que los N(t) agentes de la generacion ¢ son todos idénticos entre si. Dada
la simpleza de esta economia un contrato simple de préstamo de bienes pre-
sentes a cambio de bienes en el préoximo periodo es suficiente para satisfacer los
potenciales deseos de intercambio de los agentes en la economia. Definimos en-
tonces como [4(t) la cantidad de contratos unitarios de préstamo real en los que
participa un agente de la generacién ¢, y R(t) el retorno sobre dicho préstamo.
En otras palabras, un agente de la generacién ¢ que participa en [;(t) contratos
de préstamo con otro agente se compromete a proveer [;(t) bienes de consumo
en el periodo ¢t a cambio de R(t)l;(t) bienes de consumo en el periodo ¢ + 1.
En un equilibrio monetario, también existe la posibilidad de mantener dinero.
Denominamos con my(t) la cantidad de papel moneda que mantine el agente de
la generacién t desde el periodo ¢ hasta el periodo ¢t 4+ 1. Otra vez notemos que
como todos los agentes de una generacién son idénticos entre si, es suficiente



definir lo que hace uno de ellos (el agente representativo) para saber que hacen
todos.

Equilibrio.

Una vez definidos los elementos de la economia, ahora necesitamos elegir un
concepto de equilibrio, es decir, definir el equilibrio, y luego estudiarlo. Parte de
la definicién del equilibrio es el problema que enfrenta el agente representativo
de la generacién t que estudiamos a continuacién. En el equilibrio que nos
interesa estudiar los agentes en el periodo ¢ toman como dado el retorno R(t) y
el precio de los bienes en términos de dinero p(t). En otras palabras, el nimero
de agentes es los suficientemente grande tal que cada agente percibe que sus
deciciones no influenciaran los precios de mercado (competencia perfecta). Por
lo tanto, el agente representativo de la generacién resuelve el siguiente problema
de optimizacién

max ugcg(t), et (t + 1)]
sugeto a
my(t)

c(t) + 1 (t) + (1)

= wy(t),

my(t)
p(t+1)
e(t) > 0,¢(t+1) > 0,my(t) > 0.

c(t+1) =wi(t+ 1)+ R(t)(t) +

Es importante notar que los agentes en el periodo ¢ necesitan predecir el valor de
p(t+ 1) para poder determinar cual es el rendimiento de mantener dinero como
reserva de valor. El supuesto utilizado en este equilibrio es que los agentes poseen
previsioén perfecta, y por lo tanto predicen exactamente el valor futuro del nivel
de precios. Es importante tener en cuenta este supuesto para la interpretacion
de muchos de los resultados que se presentan a coninuacién. Los agentes viejos
de la primera generacion resuleven el siguiente problema

max cg(1)

sugeto a

H(0)
Co(l) = wo(l) + p_l)

Definicién de Equilibrio: Un equilibrio (con previsién perfecta) es un con-
junto de secuencias de precios ({p(¢) }52,, { R(¢) }$2,) y asignaciones (co(1), {c.(¢),
ce(t+ 12y, {L(0)}20, {me(t)}32,) tal que:

1) dados ({p(t)};2;, { R(t) }72,) la secuencias (co(1), {c:(t), co(t+1)}52q, {1 (t) 1721,
{m(t)}2,) resuelven los problemas del agente definidos arriba.

2) los mercados de préstamos a un periodo y de dinero se limpian (se vacian).

Como todos los agentes jévenes de una misma generacién son idénticos, todos
querrdn: o demandar u ofrecer préstamos a un periodo, con lo cual no es posible



que dos jévenes de una generacién firmen entre ellos uno de estos contratos. La
otra posibilidad es que los jévenes de la generacién t intentaran firmar estos
contratos con los viejos de la generacién ¢ — 1. Sin embargo esto no es posible.
Los contratos implican que los jévenes de la generacién t obtendran de (o dardn
a) los viejos de la generacion t — 1 bienes en el periodo ¢ + 1, pero los viejos de
la generacién ¢t — 1 no participan de la economia en el periodo ¢t + 1 y por lo
tanto estos contratos no son viables. Este argumento nos permite concluir que
en equilibrio, el retorno sobre los préstamos a un periodo, R(t), se debe ajustar
tal que sea voluntario para los agentes elegir [;(t) = 0 para todo t (es decir, que
l¢(t) = 0 es parte de la solucién del problema del agente).

En esta economia siempre existe un equilibrio no monetario, es decir un
equilibrio en el que p(t) = 400 para todo t = 1,2,.... Los intercambios mone-
tarios en esta economia involucran la siguiente transaccién. El agente jéven de
la generacion t le cambian a los agentes viejos de la generacién ¢ — 1 bienes de
consumo por papel moneda sin valor intrinseco. La razén por la cual los agentes
jovenes estdn dispuestos a participar de tal transaccién es que confian en que el
préximo periodo, cuando viejos, podrdan entrar en una transaccién similar con
los j6venes del periodo ¢t + 1. Esta confianza en la aceptabilidad del dinero en el
futuro es la unica razén por al cual el dinero tiene valor en esta economia. Esta
es la razon por la cual es necesario el supuesto T' = +oo para estudiar cuestiones
monetarias en esta economia. Si T < +0o es siempre el caso que p(t) = +oo en
todo equilibrio. La razoén es la siguiente: Los agentes jévenes del periodo T no
estaran dispuestos a aceptar papel dinero a cambio de bienes de consumo porque
el papel dinero sélo tendria valor si pudiera ser usado para comprar bienes en el
siguiente periodo, pero en ¢ = T no hay un siguiente periodo por definicién de
T. Sabiendo ésto, los agentes jévenes en el periodo T'— 1 no estardn dispuestos
a aceptar papel moneda a cambio de bienes de consumo porque el papel moneda
no podré ser utilizado para comprar bienes en el periodo T'. Por induccién, esta
l6gica se aplica a todos los periodos y el dinero no tendréd valor en equilibrio.
Una légica similar nos permite demostrar el siguiente lemma: si p(t) = 400
para algun ¢, luego, p(t) = +oo para todo t.

En un equilibrio monetario de esta economia existen dos activos que le per-
miten a los agentes realizar el mismo intercambio intertemporal de bienes. Por
lo tanto, se debe cumplir una condicidon de no arbitraje. En particular tenemos
que en un equilibrio monetario se cumple que

R(t) = ﬂ
p(t+1)
Para demostrar ésto, despejamos [;(t) de la segunda restriccién presupuestaria
en el problema del agente y reemplazamos en la primera. Reordenando se ob-
tiene:

t+1)— t+1 t 1 t
lt) —wi(p) + D et E ) [ p0) L] mell),
R(t) p(t+1) R(t) p(t)
En esta expresion vemos que si p(t)/p(t + 1) > R(t) el agente eligiria aumentar
my¢(t) hasta infinito (dados los precios p(t)) porque eso le permitiria aumentar




sin limite los consumos (netos de dotacién) en ambos periodos de su vida (el
lado izquierdo de la ecuacién). Notemos que el tipo de arbitraje que el agente
enfrentando dichos precios realiza es el siguiente: toma prestados bienes de
consumo usando el contrato de préstamo real a un perfodo (I;(t)) y los vende a
cambio de papel moneda. Como la oferta per capita de dinero en la economia
en el periodo t esta dada por,

que es un numero menor que infinito, tal situacién no es compatible con un
equilibrio monetario en el que se requiere que el mercado de dinero se limpie. Se
debe notar que p(t)/p(t + 1) es la inversa de la tasa bruta de inflacién y por lo
tanto la condicién p(t)/p(t+1) > R(t) implica que el retorno de mantener dinero
es mayor que la tasa de interés bruta que se necesita pagar para endeudarse en
bienes (es decir, R(t)). Por ejemplo, si R(t) > 1, luego para que el retorno
del dinero sea mayor que el retorno sobre los préstamos a un periodo en bienes
R(t), es necesario que haya deflacién, de tal manera que una unidad de papel
moneda compre mas bienes el préximo periodo (en comparacién con el perfodo
corriente). Un arbitraje similar implica que los agentes eligirdn no mantener
dinero si p(t)/p(t+1) < R(t). Pero como en un equilibrio monetario p(t) < +oco
eso implica que h(t) > 0 y por lo tanto la oferta de dinero serd mayor que la
demanda de dinero (igual a zero), lo cual es otra situacién incompatible con
equilibrio. Dado que la condicién de arbitraje se cumple podemos simplificar el
problema del agente definiendo la siguiente variable auxiliar

my(t)
p(t)’

ya que ambas formas de ahorro deben tener el mismo retorno en equilibrio. De
las condiciones de primer orden se obtiene una funcién de ahorro (marshalliana):

s¢(t) = fr(we(t),we(t+ 1), R(t)).

se(t) = L(t) +

Si el consumo en cada periodo de vida es un bien normal, la derivada primera de
la funcién f; con respecto al primer argumento (w¢(t)) es positiva y la derivada
primera con respecto al segundo argumento (w;(t+1)) es negativa. Silos bienes
de consumo en ambos periodos son substitutos brutos, la derivada primera de
la funcién f; con respecto al tercer argumento es positiva. De ahora en adelante
utilizamos estos supuestos. En otras palabras, consideramos el caso en el que la
tasa de ahorro del agente representativo de la generacién es una funcién creciente
del rendimiento sobre el ahorro. Se debe notar que en principio s;(t) puede ser
positiva o negativa. Como veremos, para que exista un equilibrio monetario se
debe cumplir que s;(t) es positiva en equilibrio.

A continuacién realizamos algunos supuestos simplificativos que no cambian
la sustancia del an4lisis pero que simplifican notacién. En particular, suponemos
que u(.) = u(.), we(t) = w1 y we(t + 1) = wg para todo t. También suponemos



que N(0) =1y que N(t) = (1+n)N(t—1) para todo ¢, con n constante. Estos
supuestos hacen que la estructura de la economia sea estacionaria. Bajo estos
supuestos tenemos que la funcién de ahorro de los jovenes de la generacion t
esta dada por

si(t) = f(R(t))

donde f ahora es una funcién que tiene como parametros wi y we, entre otros.
Ademas, f’ > 0 de acuerdo con nuestros supuestos. Es 1til estudiar en este mo-
mento una representaciéon grafica del problema de ahorro (positivo o negativo)
que enfrenta el agente jéven dado un retorno R(t). Si el punto de dotacién (el
par ordenado (w¢(t),w;(t + 1)) esta a la derecha del punto A, el agente jéven
desea ahorrar a la tasa de retorno dada R(t)). (FIGURA 1)

C'(t+7) A

N

C[(t+1) -----------------

w,(t+1) -----------------

[

2 R

0 cf(t) wr( t) Zt( t)
Figura 1

Como [;(t) = 0 en equilibrio, para describir un equilibrio es suficiente con
estudiar la siguiente equacién de equilibrio monetario:

En este sentido, podemos pensar que el modelo de generaciones superpuestas es
una forma de disciplinar la construccién de la funcion f, es decir, la demanda de
dinero en la economia. La forma de disciplinar tal construccion es la utilizacién
de microfundamentos. Sin embargo, una vez obtenida la funcién f el andlisis
se reduce a estudiar la ecuacién de equilibrio en el mercado monetario. Por
ahora estamos suponiendo que no hay nueva creaciéon de papel moneda, por lo
tanto H(t) = H(0) para todo t. Como la funcién f es monotona creciente es
equivalente estudiar la ley de movimiento de h(t) o la ley de movimiento de
R(t) (y por lo tanto de p(t)). Estudiamos entonces la ley de movimiento de



h(t). Para ello primero notemos que como f es invertible tenemos que
R(t) = {1 (h(t)).

y definamos la funcién ¢ como sigue

h(t) = NZ)(]?@) = P Dr 1) = ohts 1))t 1),

donde utilizamos la equacién de equilibrio para substituir R(t—1) por f~*(h(t—
1)). Esta expresion implica que en equilibrio la variable h(t) obedece una ecuacién
en diferencias de primer orden:

h(t) = ¢(h(t — 1)A(t — 1).

Esta ecuacién en diferencias de primer orden tiene dos soluciones estacionarias:
(1) h(t) = 0 para todo t que es el equilibrio no monetario (p(t) = oo para todo
t) que discutimos anteriormente, y (2) h(t —1) = h(t) = h tal que ¢ (h) =1
o en forma equivalente, h tal que R(t) = R = f~'(h) = 1 +n. En el caso
del equilibrio no monetario tenemos que R(t) = R= £71(0), que es la tasa de
retorno tal que los agentes eligen consumir sus dotaciones (autarquia).

Si se cumple que f(1+n) < 0, como h(t) > 0 para todo t tenemos que
no hay un equilibrio monetario estacionario en la economfa. Notemos que, por
supuesto, la condicién f(1 + n) < 0 depende del punto de dotacién (w1, ws2)
porque la forma de f depende de tal punto (ver la FIGURA 1). De hecho existe
un resultado atin mas fuerte: cuando f(1+ n) < 0 no equiste ningin equilibrio
monetario, ya sea estacionario o no estacionario. Para ver que esto es verdad,
primero notemos que como ¢;(t) > 0 tenemos que

ce(t) = we(t) — s¢(t) >0,

y por lo tanto s¢(t) < w;(t) = wy o en otras palabras la funcién f es acotada de
arriba. Ahora, si h(1) > 0luego h(1) = f(R(1)) > 0y por lo tanto R(1) > 1+n.
Pero en equilibrio h (2) = [R(1)/ (1 +n)] k(1) y por lo tanto h(2) > h(1). Luego
R(2) > R(1) y h es creciente (a tasa creciente) en el tiempo y por lo tanto h
alcanzard el nivel wy en tiempo finito, lo cual implica que tal situacién no puede
ser parte de un equilibrio.

Como estamos interesados en estudiar preguntas monetarias, suponemos en
lo que sigue que se cumple la siguiente condicién Samulesoniana f(1 4 n) > 0.
Como la funcién f es creciente tenemos que f (E) = 0 implica que R<1+n.
Definimos ahora la funcién auxiliar G(h(t — 1)) = ¢(h(t —1))h(t — 1). Tenemos
que

G'(h(t = 1)) = ¢'(h(t = D)h(t — 1) + $(h(t - 1))



que es positiva. También tenemos que G'(0) = ¢(0) = R/(1 +n) > 0 pero
< 1. Por lo tanto, podemos graficar la ley de movimiento de h(t) como sigue:
(FIGURA 2).
hit)y A
G(h(t-1) , a5°

>
h(t-1)

Figura 2

Existe entonces un continuo de equilibrios monetarios indexados por el nivel
de precios inicial p(1). El equilibrio monetario estacionario es el equilibrio mon-
etario en el que

p1)=p= ——n)
(14+n)f(1+n)
Luego existen un continuo de equilibrios monetarios no estacionarios indexados
por p(1) € [p, 00). Notemos ahora que en un equilibrio monetario no estacionario
p(t) — oco. Como h(t) = f(R(t)) — 0 tenemos que R(t) es decreciente en el
tiempo o, en otras palabras, la inflacién es creciente en el tiempo en el equilibrio
monetario no estacionario. Formalmente, se cumple que:

_pt) 1
R(t)_p(t+1) Cl+w(t+1)

— R cuando t — oo.

Resulta 1til a esta altura pensar qué es lo que esta sucediendo en los equilib-
rios monetarios no estacionarios. Es importante para ello recordar que estamos
usando el supuesto de previsién perfecta. Los agentes jévenes en el periodo t
esperan que los agentes jévenes en el perfodo t+1 estardn dispuestos a intercam-
biar bienes por dinero de acuerdo con el nivel de precios p(t + 1). Claramente
ésto determina el retorno de aceptar dinero a cambio de bienes en el periodo ¢
ya que ese dinero es aceptado en t con la intencién de ser usado en ¢t + 1 para



comprar bienes. Ahora bien, dado que los agentes jévenes en t esperan que el
nivel de precios en ¢t + 1 sea p(t + 1), ellos estédn dispuestos a demandar dinero a
un precio p(t) que es consistente con la “limpieza” del mercado de dinero. Para
justificar que los agentes jévenes en el periodo ¢t + 1 estén dispuestos a aceptar
dinero al nivel de precios p(t + 1) es necesario pensar en los agentes jévenes en
el periodo t+ 2, y asi sucecivamente, ad infinitum. Este razonamiento resalta la
importancia de las expectativas (o previsién perfecta) en la solucién de equilibrio
del modelo. Finalmente notemos que como la cantidad de dinero estd dada en la
economia (es igual a H(0)) tenemos que si el nivel de precios esta aumentando
es necesario que la demanda de dinero (saldos reales) este disminuyendo para
mantener el mercado de dinero en equilibrio, y por lo tanto, la tasa de retorno
sobre el dinero debe estar disminuyendo en el tiempo (ya que la demanda de
dinero es una funcién mondétona de la tasa de retorno).

Ejercicio 1: Mostrar que cuando wy =0y u(c1,¢2) = Iney + Incg tenemos que
R = 0 y la tasa de inflacién en los equilibrios no monetarios crece sin limite.
Podemos interpretar esta situacién como una situacién hiperinflacionaria.

Finalmente notemos que en el equilibrio monetario estacionario hay deflacién
porque
1

R =R=17%

=1+n>1.

Optimalidad.

Existe una relacion estrecha entre las condiciones que implican que existe
un equilibrio monetario y las condiciones que determinan que el equilibrio no
monetario no es 6ptimo. En particular, si R < 1 4 n el equilibrio no monetario
no es Pareto 6ptimo (hay otra asignaciéon de consumo en la economia que no
disminuye la utilidad de ningtin agente de la economia y aumenta la utilidad de al
menos uno). Esta condicién es de hecho la condicion samuelsoniana que como se
vio es necesaria para la existencia de un equilibrio monetario. En resumen, para
que exista un equilibrio monetario, el equilibrio no monetario debe no ser Pareto
O6ptimo. Ahora demostramos que cuando R < 1 4 n el equilibrio no monetario
no es Pareto 6ptimo. Para demostrar este resultado es importante identificar
la condicién de factibilidad de las asignaciones de consumo para un periodo t
dado. La condicién de factibilidad nos dice que en un determinado periodo no
se puede consumir mas que la cantidad de bienes de consumo disponibles en
tal periodo. Una forma de pensar en este conjunto de asignaciones, es decir
el conjunto de asignaciones factibles, es pensar que los agentes entregan sus
dotaciones a un planificador central y que éste decide como asignar el consumo
dada la cantidad de bienes de consumo existente. En términos formales, la
condicién de factibilidad en el periodo t estd dada por

N(t)ee(t) + N(t — ey (t) < N(wy + Nt — Dws

El lado derecho de la expresién es el total de consumo en la economia en
el periodo t y el lado izquierdo es el total de bienes disponibles. Cualquier



asignacion de consumo {ci(t), ci—1(t)}52, que satisface la condicién de factibil-
idad es una asignacién posible en esta economia y se la llama factible. Como
la utilidad de los agentes es estrictamente creciente en el consumo cualquier
asignacién Pareto éptima debe satisfacer la condicién de factibilidad con igual-
dad. Consideremos un equilibrio no monetario en el que R < 1 4+ n. Llamemos
a la asignacién de consumo en tal equilibrio como sigue:

co(1) = co, ce(t) = c1,c1(t) = co.
Notemos que como se trata de una asignacién de equilibrio se cumple que
du
dCl

du
d02

=R<1+n

Ahora consideremos la siguiente asignacién de consumo alternativa

co(1) =co+ (1 +n)b,ce(t) =c1 — 6,¢c-1(t) = ca2 + (1 +n)é,

donde ¢ es un niimero positivo pequeno. Claramente el agente viejo de la gen-
eracién 0 obtiene mayor utilidad con ésta segunda asignacién. El agente de la
generacién ¢ también obtiene mayor utilidad porque

d d d d d d
du = ~Ldey + = dcy u(—6)+%(1+n)6:< “(1+n)——“)6>0
2

decy deco - d_01 d_02 decy

Wy p-mmmmmm e e e S

(&~ N
0 @1 et
Figura 3

A continuacién demostramos que ademas la asignacion alternativa es factible
y, por lo tanto, Pareto mejor que la asignacién en el equilibrio no monetario.
Para ello sélo se necesita corroborar la condicién de factibilidad (recordando
que N(0) =1):
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[co+ (14+n)é] + (1 +n)er — 6] =co+ (1 +n)eg =wo + (1 +n)wy
parat=1y
N(#)[er = 8]+ N({t—1) [ca+ (1 +n)d] = N(t)er+N(t—1)ca = N (t) w1 +N(t—1)wa.

La Figura 3 muestra el conjunto de asignaciones factibles y también como la
asignacién en un equilibrio no monetario no resulta ser Pareto éptima si R <
1+ n.

Para finalizar, cabe senalar que el equilibrio monetario de estado estacionario
es Pareto 6ptimo y que en este sentido el dinero cumple un rol como mecanismo
que tiende a aumentar el bienestar de todos los agentes de la economia, es decir,
lo que Samuleson llamé la contribucion social del dinero (“the social contrivance
of money”).

Gobierno, Dominancia Fiscal y Senoreage.

Consideramos ahora el caso en el que en la economia también existe un
gobierno manteniendo un déficit per capita constante en el tiempo y que se
monetiza. La restriccién presupuestaria del gobierno es entonces:

H(t)— H(t - 1)
p(t)

donde d es el déficit per capita, que como se dijo es constante. La intuicién
asociada con la monetizacién del déficit es la siguiente: En el modelo sin gobierno
los agentes jévenes de la generacién t tienen una demanda de saldos reales
m¢(t)/p(t) en el sentido que estan dispuestos a intercambiar bienes de consumo
por papel moneda (sin valor intrinseco). Ahora, parte de esa demanda de dinero
y, por lo tanto, parte de esos bienes de consumos que son intercambiados por
dinero, son absorbidos por el gobierno, que emite nuevas unidades de papel
moneda para intercambiarlas con los agentes jévenes. La demanda de dinero
de los agentes jévenes no cambia, sélo cambia la condicién de equilibrio en el
mercado monetario. Para estudiar la dindmica del equilibrio procedemos como
antes operando para obtener una ecuacién en diferencias para la variable h(t).
Usando la restriccién presupuestaria del gobierno tenemos que:

= D(t) = N(t)d

H(t) _p(t—l) H(t—-1) 1 :D(t):d
N(tpt) — pt) NE-1Dpt—-1)1+n N(t)
es decir,
h(t) = %h(t —-1)+d, (1)

y usando la condicién de equilibrio en el mercado de dinero obtenemos que:

h(t) = ¢p(h(t —1))h(t — 1) +d.

11



La primera cosa para notar es que no existe un equilibrio no monetario (esta-
cionario) en el cual el gobierno pueda financiar un déficit positivo a través de
monetizacién. La légica de este resultado es casi trivial: si el dinero no tiene
valor, no es posible que el gobierno acceda a N(t)d bienes de consumo en el
periodo t usando papel moneda tinicamente. Si recordamos el andlisis previo de
equilibrio, tenfamos que G(h(t — 1)) = ¢(h(t —1))h(t — 1) y que G(0) = 0. Por
lo tanto, ahora tenemos que cuando h(t — 1) = 0 en equilibrio se cumple que
h(t) = d. Esto nos permite graficar nuevamente la condicién de equilibrio

h(t) =G(h(t—1))+d

donde ahora la funcién en el lado izquierdo de esta expresion tiene una ordenada
al origen positiva (FIGURA 4).

G(h(t-1))+d 450
d ; |
1 7 i
/7 E .
/! hy ho 4
h(t-1)

Figura 4

Notamos que existen ahora dos equilibrios monetarios estacionarios, h(t) =
hy para todo t y h(t) = hg para todo t. Notemos que se cumple que:

hi = f(R1) < he = f(R2),

y como f es una funcién estrictamente creciente, que R; < Ro. Por lo tanto la
inflacién de equilibrio satisface que m; > w2 donde como se vié anteriormente
R; = 1/(1 4+ m;) para i = 1,2. Este resultado es interesante porque nos dice
que en el presente modelo existen dos niveles distintos de inflacién estacionaria
asociados con el mismo nivel de monetizacién del déficit del gobierno.

Para interpretar este resultado, es importante notar que en el equilibrio
que estamos estudiando el gobierno no elije la cantidad de dinero a ser emitida.
Dado un nivel de precios y una cantidad de déficit presupuestario real per capita
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dada d el gobierno emite suficiente cantidad de dinero como para monetizar
el déficit. En este sentido, la politica fiscal domina a la politica monetaria
(dominancia fiscal). Pero se debe notar también que esta forma de pensar en el
equilibrio también determina la existencia de dichos equilibrios. Si por ejemplo
pensdramos que el gobierno determina la cantidad de dinero a emitir y luego,
de acuerdo con el nivel de precios, se determina cuanto deficit publico se puede
financiar creando dinero (o en otras palabras, si el déficit per capita pasa a ser
la variable endégena), tenemos que otra vez existird un equilibrio no monetario
donde el nivel de déficit monetizable es necesariamente igual a cero.

A

0 ﬁ R] Rg 1+n\ )R
o(R)
Figura 5

Utilizando la equacién (1) y sabiendo que en un equilibrio estacionario se
cumple que h = f(R), podemos definir el sefloreage de estado estacionario como:

R
1+n

o(R) = (1 - )f(R).

El resultado anterior nos dice que existen dos niveles de inflacién distintos aso-
ciados con el mismo nivel de sefioreage estacionario. Ademads, notemos que para
obtener senoreage positivo se requiere que R < 1+ n con lo cual si n > 0 se
cumple que es posible tener un equilibrio estacionario con senoreage positivo y
R =1/(1+m) > 1, o en otras palabras, con inflacién 7 < 0. Es decir, cuando
la economia esta creciendo es posible mantener un senoreage positivo sin tener
inflacién. ;Porqué decimos que cuando n es mayor que cero la economia esta
creciendo? La respuesta es clara: Cada generacion tiene n x 100 por ciento més
de agentes y cada agente nace con una dotacién de w; bienes, por lo tanto, con
cada nueva generacién la economia es su conjunto adquiere acceso a una mayor
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cantidad de bienes, o en otras palabras, crece. En el caso particular en el que
n = 0 la dnica forma de monetizar un déficit positivo es creando inflacién.

Es fécil comprobar que la curva o(R) tiene la forma de una joroba (FIGURA
5). Si tomamos la derivada primera de la funcién o con respecto a R obtenemos:

do f(R) R ,
H%_1+n+<1_H—n>f(R)'

Cuando R es cercana a cero la curva o tiene pendiente positiva y cuando R
es cercana a 1 + n la curva tiene pendiente negativa. Existe, por lo tanto, un
valor intermedio de R (y por tanto de inflacién 7) que maximiza la cantidad de
senoreage en un equilibrio estacionario. En este sentido podemos decir que la
funcién o constituye un caso particular de la Curva de Laffer.

Ademss, se puede demostrar que el nivel de precios asociado con el estado
estacionario en el que el retorno sobre el dinero esta dado por R; es, para todo
t, mas alto que el nivel de precios asociado con el estado estacionario Ry (otra
vez, las expectativas de los agentes sobre la evolucién futura del nivel de precios
de equilibrio juega un rol fundamental en la interpretacién de este resultado).

Cuando el retorno del dinero se encuentra entre los valores Ry y Rp la
economfa estd en lo que se llama el slippery side de la curva. Esto es asi porque
cuando R(t) € (Ry, R2) se cumple que en equilibrio R(t) — Ry y por lo tanto
7(t) es creciente en el tiempo. Para entender que estd sucediendo en este tipo
de equilibrio no estacionario, notemos que si R(t —1) € (Ry, R2) se cumple que:

R(t—1)

1on h(t —1) +d < f(R(t - 1)),

o0, en palabras, como el gobierno necesita financiar un déficit d, con una demanda
de dinero constante h(t — 1) = f(R(t — 1)) sucederia que habria un exceso de
senioreage, lo cual es inconsistente con equilibrio. Por lo tanto, la cantidad de-
mandada de dinero debe estar bajando en equilibrio para que el senoreage sea
menor. Es decir, R(t) debe ser menor que R(t — 1) y la inflacién debe estar
subiendo. Es interesante notar que, en cierta forma, la inflacién de equilibrio
estd subiendo para que disminuya el sefioreage. Esto puede parecer contrain-
tuitivo pero tiene que ver con el hecho de que la demanda de dinero depende
de la inflacién esperada y que los sucesivos aumentos de inflacién disminuyen
la demanda de dinero mas que lo que el aumento de precios disminuye la oferta
real corriente de dinero.

Inflacién, Superneutralidad y Critica de Lucas.

Consideramos ahora una politica monetaria-fiscal en la que el gobierno emite
nuevas unidades de papel moneda a una tasa constante en el tiempo y las dis-
tribuye en forma de transferencias de dinero a los viejos del periodo corriente.
Formalmente tenemos que

H(t) = zH(t — 1),
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con z > 1y la restriccién presupuestaria del gobierno esta dada por:
H(t)—H(t—-1)
p(t) ’

donde 7;_1(t) es la transferencia en dinero a los viejos del periodo t. Para el
periodo t = 1 tenemos que:

—N(@t—1)7ea(t) =

H(0)
To(l) = ———.
W= N
Por lo tanto un equilibrio puede describirse con las siguientes ecuaciones:

p(t—1)

realt) = (= = D - PE

h(t—1) = f(R(t —1),7¢-1(%)).

En el estado estacionario, la tasa bruta de inflacién esta dada por z/(1+n). Para
demostrar este resultado comenzamos con la condicién de estado estacionario
que implica que:
H(t-1) _ H(1)
N(t—=1)p(t—1)  N(t)p(t)’
y reemplazando la ley de movimiento de la cantidad de dinero H(t) = zH(t—1)
tenemos que para todo t se cumple:

(1+ n)ﬂ =z,
p(t—1)

es decir que

pt) _ _ =z
pt—1) 1+n’
Un caso interesante es el caso en el que n = 0. En este caso la tasa de inflacién
en estado estacionario es igual a la tasa de crecimiento de la cantidad de dinero,
un resultado que en la literatura suele aparecer asociado con la superneutralidad
del dinero. Sin embargo, aqui como la inflacién afecta la tasa de retorno sobre
el ahorro y por lo tanto la asignacién de consumo de equilibrio, decimos que el
dinero no es superneutral en este modelo.

En lo que sigue, demostramos que en equilibrio la cantidad real de dinero
es una funcién muy especifica de la tasa de inflacién esperada y que depende
en una forma fundamental del tipo de politica monetaria que se esté desarrol-
lando. Este resultado puede entenderse como un caso particular de la critica
de Lucas a los modelos macroeconométricos estructurales. La idea de Lucas
es més general pero puede ilustrarse claramente con el caso que estamos es-
tudiando aqui. En los anos setenta era practica comiin estimar una demanda
de saldos reales como funcién de la tasa de inflacién esperada (o una proxi de
tal variable) usando datos histéricos. Esta estimacién luego se utilizaba para

1+7m=
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evaluar las posibles consecuencias de cambios en la politica monetaria. Lucas
senalo que tal demanda de saldos reales es, en realidad, una forma reducida de
una relacién de equilibrio entre los saldos reales y la tasa de inflacién y que,
en principio, es esperable que tal realciéon sea estadisticamente inestable ante
cambios de politica. En tal sentido, resultard incorrecto evaluar un cambio de
politica suponiendo que la relacién entre la cantidad de saldos reales y la tasa
de inflacién esperada se mantendrd estable. A continuacién demostramos que
en el modelo de generaciones superpuestas se cumple que la cantidad de saldos
reales de equilibrio es una funcién especifica de la tasa de inflacién esperada y
que tal forma funcional depende directamente de la forma en que se realiza la
politica monetaria. Para ello nos concentramos en el caso en el que la funcién de
utilidad de los agentes es logaritmica separable (ver Ejercicio 1). En el estado
estacionario la tasa bruta de inflacién esperada 7€ esta dada por z/(1 +n). En
el caso en el que el gobierno introduce nuevo dinero a travéz de transferencias
de dinero a los viejos de cada generacién tenemos que, en equilibrio,

y entonces, en estado estacionario, se cumple que:

h [w1 — war€].

1+ me(l+n)
Por otro lado, cuando el gobierno emite dinero a la misma tasa pero con el
objetivo de financiar gasto piblico improductivo tenemos que la restriccién pre-
supuestaria del gobierno estd dada por:

Gt)=(z—1h(t—1)R(t —1),
y en el estado estacionario se cumple que:

h= % [w1 — war€].
Podemos ver entonces que en este ejemplo la relacién entre la cantidad de saldos
reales de estado estacionario y la tasa de inflacién esperada depende en forma
fundamental de la politica econémica. En el caso en el que el gobierno financia
gasto publico improductivo dicha relacién es lineal y en el caso en el que el
gobierno financia trasferencias a los viejos la relacién es claramente no lineal.

Profesias Autocumplidas y Sunspots.

Cass y Shell formalizaron por primera vez la idea de que el proceso de for-
macién de expectativas de los agentes puede resultar en equilibrios donde las
variables de la economia se encuentran influenciadas por eventos que no nece-
sariamente influencian los fundamentales de la economia. Azariadis desarrollé
esta idea en el modelo monetario de generaciones superpuestas. A continuacién
se presenta una versién simplificada de dichos resultados.
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Para simplificar notacién suponemos que H(t) = H(0) = 1 para todo ¢, que
N(0)=1yn =0y que ws =0 (que nos garantiza que se cumple la condicién
samuelsoniana). Ademds suponemos que la funcién de utilidad de los agentes
es separable, es decir

ug [er(t), co(t + 1) = v(ee(t)) + ule(t + 1)),

donde las funciones v y u son funciones estrictamente crecientes, céncavas y
diferenciables. Recordemos que en equilibrio tenemos que se cumple la siguiente
ecuacién de limpieza del mercado de dinero:

1
W) =~ = T = slt)

donde s(t) satisface la condicién de primer orden del problema del agente, en
este caso dada por:

v (w1 — (1)) = (R(t)s (1)) R(). (2)
Notemos ahora que en equilibrio se cumple que:

_op(t) h(t+1)
R(t) = pt+1)  h(t) ’

por lo que podemos reescribir la ecuacién (2) como sigue:
v' (w1 — h(t))h(t) = v/ (h(t + 1))h(t + 1).

Esta es una ecuacién en diferencias de primer orden en h(t) que describe la
evolucién de la variable h(t) en equilibrio y que fue representada (por ejemplo)
en la Figura 2. Definimos ahora las siguientes dos funciones auxiliares:

G(z) =V (w1 —2)z y Ux) = u/(x)z.

Notemos que la funcién G(x) es estrictamente creciente. Tenemos entonces
que un equilibrio de previsién perfecta puede ser descritpo por la ecuaciéon en
diferencias de primer orden:

G(h(t)) = U(h(t + 1)).

Un equilibrio monetario de estado estacionario esta dado por el valor A > 0 que
soluciona G(h) = U(h).

La idea ahora es construir un equilibrio de esta economfa donde el valor de
la variable h(t) este influenciada por la evolucién de una variable aleatoria ex6-
gena que no tiene efectos en ninguna de las caracteristicas fundamentales de la
economia (como las preferencias, las dotaciones, etc.). El objetivo es demostrar
que el modelo de generaciones superpuestas admite la construccién de equilib-
rios donde las asignaciones de consumo y las otras variables de la economia
pueden fluctuar en el tiempo al ser influenciadas por el proceso de formacién de
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expectativas de los agentes, sin que los fundamentales de la economia fluctien.
Para demostrar que esto es posible, es suficiente con la construccién de un ejem-
plo. Para ello, consideramos un tipo de variable aleatoria exégena (sunspot) que
resulta muy conveniente: una variable aleatoria con una estructura de Markov
simple (es decir que la distribucién de probabilidad de la variable aleatoria en el
periodo t depende sélo de la realizacién de tal variable en el perfodo ¢t — 1). En
particular, suponemos que existe una variable aleatoria 7(t) que toma valores
en el conjunto {n;,ny} tal que Prn(t) =n, |n(t—1) =n,] = q parai =1, 2.
Ahora, si los agentes forman sus expectativas contingentes a la realizacién de la
variable 7(t) sucederd que las acciones de los agentes, y por lo tanto el equilibrio
de la economia, se moverd de acuerdo a la realizacién de tal variable.

En resumen, y como para describir el equilibrio de la economia es suficiente
con describir el compartamiento de la variable h(t), tenemos que, en equilib-
rio, la variable h(t) se comportard como una variable aleatoria Markov. En
consequencia, en un equilibrio con “efectos sunspot” la variable h(t) toma uno
de dos valores, hy o hg, donde h; es el valor de la cantidad de saldos reales
de equilibrio asociado con el estado 7, de la variable sunspot, para i = 1, 2.
En tal equilibrio, la probabilidad condicional de la variable h estd dada por
Pr[h(t+1) = h; | h(t) = h;] = ¢ para i = 1,2, y la matriz de probabilidades de
transicion de Markov estd dada por la siguiente tabla:

Pr h(t+1)=hy | h(t+1) = hy
h(t) = hy q 1—gq
h(t) = ha 1—gq q

En general, hasta ahora, estudiamos el caso de previsién perfecta; la inclusién
de efectos sunspot implica que necesitamos ampliar el andlisis y considerar el
caso en que el agente resuleve su problema de decisién (y ahorro) sin saber con
certeza el rendimineto de mantener dinero. Como vimos, el retorno de mantener
dinero esta dado por R(t) = h(t + 1)/h(t) y por lo tanto tenemos que en el mo-
mento ¢ se cumple que Pr[R(t) = 1] = ¢, y que Pr[R(t) = hj/h; | h(t) = hy| =
1 — ¢. El problema del agente se puede escribir como sigue:

max v (w1 — 5¢(t)) + Er) [u (R(t)s:(1))]

s¢(t)

y la condicién necesaria de primer orden implica la siguiente ecuacién de equi-
librio
h(t+1)

h(t)
que la podemos reescribir como un sistema de dos equaciones en tres incognitas
(h1, ha y q):

v (w1 = h(t)) = Eppqry [u' (A(t+1))

r = ) = au () + (1= ! () 12,

v (w1 — he) = (1 —q)u (hy) Z—; +qu’ (hs),

18



o en forma reducida:
G(h1) = qU(h1) + (1 = q)U(h2), (3)
G(h2) = (1 = @)U(h1) + qU(h2). (4)
Este sistema en general tiene muiltiples soluciones. Un caso particular (y por

supuesto, obvio) es el caso en el que hy = hy = h, que resulta ser el estado
estacionario del modelo sin sunspots.

Ejercicio 2: Si (i) U es una funcién creciente de h, o si (i) U es decreciente y
q > 1/2, demostrar que se cumple que no existe un equilibrio con aleatoriedad
extrinseca (o efectos sunspot). Ver Azariadis (1981).

Lo que buscamos es un vector (hi, hg,q) que solucione el sistema de ecua-
ciones (3) y (4), tal que ¢ € [0,1] y hy # hy. Como el sistema es completamente
simétrico con respecto a los subindices podemos asumir sin pérdida de generali-
dad que ha > hy (en el caso opuesto, todos los razonamientos serian equivalentes
luego de reindexar). Dado que el Ejercicio 3 nos dice que cuando la funcién U es
creciente no existe una solucién como la que estamos buscando, nos restringimos
al caso en que U es decreciente. Por lo tanto tenemos que U (hg) < U(hy).

La restriccién sobre la variable g (es decir, ¢ € [0,1]) se origina en que ¢
representa una probabilidad de equilibrio. Del sistema de ecuaciones (3) y (4)
obtenemos que en equilibrio ¢ satisface las siguientes dos ecuaciones:

G(h) —U(ha) _ U(h) — G (h2)

U(hy) = U (h2)  U(hy) = U (h2)

Para que ¢ > 0 es necesario que G(hy) > U (he) y U(h1) > G (hg). Para que
g <1 es necesario que G(hy) < U (h) y G(hg) > U (ha).

ho A
Uth,)=G(h.) , 450
%
;
o I 7
] R
s Uh2)=Gihy)
;o
/| i
7/ !
A
2
% ]
- >
70| h h hy

Figura 6
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Ejercicio 3: Demostrar que, como la funcién G es creciente, resulta suficiente
con verificar que se cumple que G(h1) > U (h2) v U(h1) > G (ho).

Es facil ver que las ecuaciones G(hy) = U(ha) y U(h1) = G(h2) son simétri-
cas con respecto a la recta de 45 grados h; = hy en el plano (hy, hs) (FIGURA
6).

El punto A en la Figura 6 satisface que G(hy) > U(h2) y que U(h1) > G(h2).
Por lo tanto, una condicién suficiente para que un equilibrio con sunspots (es
decir, en el cual hy > hy) exista es que la curva U(hy) = G(he) tenga mayor

pendiente que la curva G(hy) = U(hz) en el punto (h,h). La pendiente de la
curva U(hy) = G(hg) estd dada por:

dhy  U'(hy)

dhy — G'(hy)’

y la pendiente de la curva G(h;) = U(hg) esta dada por:
dhe  G'(Mh)

dhy — U'(hy)

Por lo tanto, para que exita un equilibrio con efectos sunspot es suficiente que

U'h)| |G )
G'(h)| " U ()|’
que se cumple si ~
G'(h)
— 1. )
T < ®)
ht A
, 45°
/
/
~C
e
40
VAR
/oo
/ P
/ ! :
/ 'z
7/ P
/ P
P >
-4 h(1) h
h(t-1)
Figura 7
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Resulta que esta condicién es de hecho la condicién que determina que el
equilibrio monetario de estado estacionario (sin sunspots), es decir h, es dindmi-
camente estable. Recordemos que la dindmica de equilibrio de un equilibrio
monetario estd dada por la ecuacion

G(h(t)) = U(h(t + 1)),

y que si se cumple la desigualdad (5) la variable h(t) es estable alrededor de
h en el sentido de que para cualquier h(t) en un entorno de h se cumple que
h(t) — h cuando t — oo (FIGURA 7).

Para concluir con la presentacion del caso de equilibrios con efectos sunspot
se provee una explicacién intutiva de la légica involucrada. La idea es que
los agentes de la economia esperan que el nivel de precios fluctue entre dos
valores, p; y p2, de acuerdo con un proceso de Markov simple. Dado que tal
es la creencia de los agentes de la economia, la demanda de dinero fluctua de
forma tal que el nivel de precios de equilibrio (tal que se limpia el mercado de
dinero) es consistente con dichos niveles de precio p; y p2 (dada la demanda de
dinero de los agentes, que como se dijo, depende de sus creencias en los efectos
sunspots). En particular, si p; > py tenemos que cuando el nivel de precios
es py el agente espera que el retorno de mantener dinero sea igual a uno (con
probabilidad ¢) o mayor a uno (p;/p2, con probabilidad 1 — ¢). En tal caso el
agente demandard mé&s dinero que si esperara que el rendimiento de mantener
dinero fuera uno o menor que uno (pz/pl), que es el caso cuando el nivel de
precios de la economia es py. Tal situacién es consistente con un equilibrio como
el que estamos considerando en el que se cumple que hy = 1/py > hy = 1/p;.

Indeterminacién de los Tipos de Cambio Monetarios.

Consideramos ahora una economia conformada por dos paises, 1 y 2. Cada
uno de los paises tiene la misma estructura econémica que la que hemos es-
tado estudiando hasta ahora. Ademads suponemos que existe intercambio libre
de bienes, préstamos y dinero entre los paises (régimen laissez-faire). También
suponemos que cada pafs tiene su propia moneda y que hay un tdnico bien de
consumo que no es almacenable (en otras palabras, que las dos economias pro-
ducen el mismo bien). Llamemos H;(0) la cantidad constante de papel moneda
del pais 4, con ¢ = 1,2. Las restricciones presupuestarias de los agentes (en
cualquiera de las dos economias) estan dadas ahora por:

§w17

my(t) may(t)
pit+1)  pat+1)
donde m;(t) es la cantidad de papel moneda de la economia i que demanda

una agente de la generacion ¢ en el periodo ¢, y p;(t) es el nivel de precios de la
economia i en el perfodo ¢ (es decir, la cantidad de papel moneda de la economia

a(t+1) <ws+
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i necesaria para comprar una unidad del bien en el momento ¢). Definimos el
tipo de cambio nominal en el periodo ¢ como e(t) = p1(t)/p2(t)-

Ejercicio 4: Demostrar que en equilibrio se cumple que e(t) = e para todo t,
es decir que el tipo de cambio nominal de equilibrio (con previsién perfecta) es
constante en el tiempo.

El Ejercicio 2 nos dice que en esta economia mundial (un mundo de dos
paises) no puede haber cambios esperados en el tipo de cambio nominal. Un
corolario simple del Ejercicio 2 es que las tasas de inflacién de equilibrio es la
misma en los dos paises. Formalmente, se cumple que:

pi(t)

D) R(t) para i ,

La ecuacién de limpieza de los mercados de dinero en el perfodo ¢ estd dada
entonces por la siguiente expresién:
= 0 O - 1 (a1, 0) + emo(0)].

() pa(t)  pa(t)

A continuaciéon demostramos que el tipo de cambio nominal de equilibrio en
esta economfia mundial esta indeterminado. O en otras palabras, que asociado
con cada uno de los valores de e pertenecientes al conjunto (0,00) existe un
equilibrio posible de la economia. Notemos que cuando e = 1, el anlisis formal
se reduce al realizado al principio de estas notas.

Supongamos ahora que tenemos un equilibrio en el cual una dada asignacién
intra e inter-temporal de consumo estd asociada con las siguientes variables de
precios: e(t) = € para todo ¢, {P1(t), p2(t)}oy, ¥ {R(t)}:;. Demostraremos
que hay otro equilibrio con la misma asignacién de consumo para las genera-

ciones t > 1y en el que R(t) = R(t) para todo t, pero en el que se cumple que,
para todo ¢, e(t) = e # &, p1(t) = p1(t) # P1(t), vy p2(t) = p2(t) # Pa2(t). La
asignacién de consumo de los viejos de la generacién 0 dependera del valor de
e de equilibrio a no ser que los viejos iniciales de cada paifs tengan dotaciones
iguales de ambas monedas. Empezamos fijando un valor arbitrario € # & y
construimos precios consistentes con dicho valor de e. Primero elegimos pj ()
tal que

fi(R(1)) + fa(R(2))

7 [H10) + 2H(0)] = Fi(R0) + aF(0). o
Como Py (t) es parte de un equilibrio con e(t) = & tenemos que
1 23 _ . —

R(t) = ) AREHD)+HERE+D)  pi)
Pt +1) Fi(R(®) + f2(R(1)) pi(t+1)
es decir que R(t) es también el retorno de equilibrio sobre el ahorro en el equilib-
rio con e(t) = €. Sélo nos falta determinar el valor de equilibrio py(t). Elegimos

22



entonces pa(t) = p1(t)/e. Para demostrar que el ahorro y las asignaciones de
consumo para las generaciones ¢t = 1,2, ... en el nuevo equilibrio con e(t) = €
son las mismas que en el equilibrio con e(t) = € notemos que la restriccién pre-
supuestaria intertemporal del agente de la generacién ¢ se puede escribir como
sigue:

c(t) + (t+1)=wi + wa,

1 1
R()" R(1)
y como R(t) es igual en ambos equilibrios tenemos que la solucién del problema
del agente es la misma. En resumen, las variables de precios e(t) = € para
todo t, {p1(t), D2(t)}oys ¥ {R(t)}:; son tales que: (i) e(t) = p1(t)/p2(t) ¥y
R(t) = pi(t)/ps(t + 1) para i = 1,2 y para todo t, (i) el mercado de dinero
se limpia de acuerdo con la ecuacién (6), y (éii) las demandas de saldos reales
fi(R(t)) v f2(R(t)) resuelven el problema de los agentes en ambas economias
dados los precios e(t) = € para todo t, {p1(t), p2(t)},oq, ¥ {R(t)}:ir Es decir,
tenemos un nuevo equilibrio.

Ejercicio 5: Demostrar que si los agentes viejos del primer periodo (la gen-
eracién 0) en la economia ¢ tienen como dotacién H;(0), con ¢ = 1,2, se cumple
que sus asignaciones de consumo dependen del valor de equilibrio de los precios.
Demostrar ademds que si tienen como dotacién H;(0)/2 y H;(0)/2, con i # j,
luego sus asignaciones de consumo no cambian, y por lo tanto, la indetermi-
nacién que estudiamos es puramente nominal.

{Qué nos dice, y qué no nos dice, el resultado de indeterminacién de los
tipos de cambio nominales en el modelo monetario de generaciones superpues-
tas? El resultado no nos dice que los tipos de cambio nominales en el mundo
tienden a estar indeterminados. Sin embargo, nos dice que para que los tipos de
cambio nominales estén determinados es necesario capturar en el modelo algiin
aspecto de la realidad que no estd contemplado en las especificaciones bésicas
de los fundamentales de la economia que utilizamos en nuestra descripciéon de
la economia mundial. Kareken y Wallace proponen posibles cambios que hacen
que el tipo de cambio este determinado.
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